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Limite de Sucesiones

/Definicién.-Se dice que {x,}.,en €S UNA sucesion convergente si existee\l
siguiente limite:

lim x, =L€ER
n—+oo

Es decir

liIP X, =1L & Ve> 0, dmeN: |x, —L| <& Vn=>m
Nn—>+00

< -7

Nota: Ellimite es unico.
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lim — =20
n—-+ocon
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Limites Notables

1 .
a) nl—lﬂloon_p_o’ sip>0
1
b) lim an =1, sia>0

n—-+oo

c) Sea |r| <1, lim r® =0
n—+oo
1
d) lim nn =1,
n—-+oo
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Definicion.-Se dice que {x,}.,ey €S una sucesion divergente si no es
convergente.

Ejemplos

1. La sucesion x,, = (—1)", es divergente.
2. La sucesion x,, = sen (nz—”) es divergente

3. La sucesion x,, = 2n, es divergente al infinito oo
4. La sucesion x,, = —n?, es divergente al menos infinito —oo
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Ejercicio 1.

~ 3n’-2n-5

Calcule: L= lim >

n—+oo n
RESOLUCION

~ 3n’-2n-5 o _ 2 5

L= lim = e lim |3 ————] =
n—-+0o nz 0%e) n—-+oo n 7?,2
Ejercicio 2.
Calcule: lim V7

n—+oo

RESOLUCION

1
lim Y7 = lim 7n=7°=1

n—+oo n—+oo
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5n* + 7n?% — 3

Ejercicio 3. Calcule: lirp R Br—
n—+oo — —
Resolucion
y 5n*+7n° -3 o
n—l>rfoo7n5—n3+n—1 o
7 3
y 5n* +7n* -3 y S+3— 3 0
n—1>r-|¥1007n5 —n3+n-1 B n—l’r"poo7n_l+i_i
n T o
Ejercicio 4.
™3 — 6n?
Calcule: lim
n->+w+/3n2 — 4n% + 1
Resolucion
_ nin3 — 6n? _ m—6
lim = lim = 400

n—>+oo1/3n2 s 4_n4- + 1 n—-+oo /—3 & 4n2 .- 12
n
‘«5‘;./ e
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TEOREMA (ALGEBRA DE LIMITES)

Sean {a,} y {b,} dos sucesiones tales que

lima, =A y lim b, = B
n—oo n—-oo

a y [ numeros reales cualesquiera. Entonces,

1. Linealidad lim (aa, + Bb,) = a lim a, + B lim b, = aA + B
n—>co n—>00 n—>0o

2. Regla del producto lim (a,.b,) = (lim an) (lim bn) = A.B
n—>0o n—>0o

n—>0oo

a, lima, A
3. Regla del cociente r11_1)1010 b = rlll_;;o 5 =—  siemprequeB # 0

n—>0o

nZ+n)(2n+1 27
Ejercicio Calcule: lim (( ) ) + \/_>
n— oo 6n3 3
Resolucion
n?+n)2n+1) 2V7 1 1 1\ 2°%V7\ 1 2
lim(( ) )+ )zlim —(1+—-J{2+—-)|+—|=-(1DH(2)+==1
n—0o 6n3 3 n-o \ 6 n n 3 6 3
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EOREMA. ( SANDWICH)

Si {a,},{by} y {c,} tres sucesiones tales que a, <c,<b, para todo n

(o existe n, € Ntal que paratodon >n,) y lim a, = lim b, =L

n—+oo n—+oo
Entonces lim c, =L
n—+4oo
D . 1
Ejercicio Calcule: 11111 (3 + = Cos(3n + 1))
n—>—+00
Resolucion
il Ll 1
Sabemos que: —1<Cos(3n+1)<1 — ——<-—Cos(3n+1) <-
1 1 nTno n
3——<34+—Cos(Bn+1)<3+-—
n n n

1 1
lim 3—— = lim 3+—=3

n—>+oo n n—>+oo n

1
lim 34+— Cos(3n+1) =3

n—>+oo n
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Ejercicio

Resolucion

Sabemos que:

Calcule: lim 3/30 4 5n

n—+oo

Sh< 5N 4 30 < 5 4 5N
V5n < {/gn 4 3n < {/p5n

lim 5 = lim 5%/2 =5

n-+oo n—+oo

lim V50 + 30 =5

n-+oo

12
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TEOREMA. Sean f{a,} y {b,} dossucesiones,

Si {a,} esacotada y lim b, =0 entonces lim a,b, =0

n—+oo n—»>+oo
Ejercicio
Calcule: 1 (1— )—1n+1
cleute:lim (1= 75) D
Resolucion
Sabemos que: -1< (-1l <1 — estdacotada |[(—1)"* <1
n 1
lim (1 — )= lim —
n—+oo n+1 n-+o\n+1
Por lo tanto: li (1— )—1n+1=
or lo tanto lim n+1( )
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EL NUMERO DE EULER

n
real que denotamos con e tal que lim a, = e, por tanto

n—-+oo

n
1
La sucesion a, = <1 + — es creciente y acotada superiormente, existe un naumero

EL NUMERO DE EULER : e es el numero real definido por:

n
_ 1
lim {14+—] =e
n—-+oo n
Este numero es irracional, mas aun es trascendente o no algebraico ( no es raiz de ningun

polinomio con coeficientes racionales)
245 8.9 3

e ~ 2.71828182846

xn
lim (1+—) =N

n—-+oo n
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LIMITE INDETERMINADO: 1%

Dada las sucesiones {a,},{b,} con a, > 1, VneN

lim a," =1 = lim a " = en-+e
n—+oo n—+0o

Ejemplo n?-2
2n% + 1
Determine el siguiente limite: lim (———
n-+o \ 3 + 2n?
RESOLUCION | 02 + 1 nZz—2 / - .
llgrn W — 1% forma indeterminada
n—+oo n
n?-2 . 2n2+1 : 2n2+1-2n2-3
llm an + 1 = enl—1>£-noo(n2_2)<222+3_1> | en1—1>£-noo(n2_2)< = = =
n—+oo \ 3 + 2n2 = =
‘: lim m — en—o+00 2n2+3 — en-o+c0 2n? = e_l
. N>+ n

. 2
S \(ngee)

2n2+3
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Si lim a, =L y f es una funcion continua, entonces:
n—+oo

lim f(a,) = f( lim an) — f(L)

n—-+oo n—-+oo
4
Ejempl Sillalle - I o S, 270
]emp 0. dalcule - n_l)r_{looarc an 3 n Zn 5"

y X 27 = 2 X 2 2n+5 , 4\" ] (1)_7'[
n_l)rllooarcan 3+2n+ cn = arctan n_l)rpoo3+2n+ = = arctan =

\ 16
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Formas indeterminadas

1. lim v2n+ 3 —+v2n = lim > —i=0

n—+ 00 n—+oo V2n+3+Y2n o
1 . 1 Lo . 1 .1
2. lim G lim -lnnr= lim -In%n =1lim =In1 =0
n-+o 3n n-+o 3 n—-+o 3 n—oo 3
. ; —5n
3. HalleelvalordeLsi, lim ———=1L

n—+oo log(10™n) |

\\ 17
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TEOREMA DE LA MEDIA ARITMETICA

Sea {a,} unasucesion de nameros reales

Si lim a, =L = lim =L
n—+oo n—+oo n

Ejemplo P n+ 1
Calcule: li
e n—1>Too<3n+4n+5n+ (n+2)n>
RESOLUCION
" 2,3 4. v ] o SR NG | n+ 1
noteo\3n  4n  5n (n+ 2)n s i T Jb B A (n+2)
2 3 4 n+1
SRS Yt 11
—> lim3 4 5 n+z _ limn — |

n—+oo n n-+on + 2
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TEOREMA DE LA MEDIA GEOMETRICA

Sea {a,} unasucesion de niumeros reales positivos

lim a, =L = lim Y/a;azaz... a, =L

n—+oo n—+oo

Ejemplo

e . I 2 s 2n — 1\n
O e ¥ e

alcule el siguiente limite n_1)+oo 10" 15 5n

RESOLUCION

| nfl 3 5 2n—1_ 2n—1_2

S BRI 5n no+w 5n 5
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TEOREMA. Dada lassucesiones {a,} y {bp}

1. Si a,<b,, lima,=L vy lim b, = M, entonces L<M

n—+oo n—+oo

2. Toda subsucesiéon de una sucesion convergente es convergente.

3.S1 lim a,, = lim a1 =1L, entonces lim a, =L

n—+oo n—+oo n—-+oo

Ejercicio: Dada la sucesion (a,) donde

f(_l)n n impar
3)
Xn = 4 : +;l
L 1+n> 7

Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:

a) La sucesion no converge

b) La sucesidn converge a cero.

) La sucesidn tiene dos puntos limites.
d) La sucesién tiene un unico punto limite.
) La sucesidn no esta acotada.

20
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PUNTO LIMITE

Definicion. Un nimero real a es un punto limite de una sucesion {a,} si existe alguna

subsucesion {akn}neN de {aplpeny talque lim ay =a.
n—+oo

Ejemplos

1. Los puntos limites de a, = (—1)" son —1y 1

nm
2. Los puntos limites de a, = Cos7 son —1,0y1
3. Los puntos limites de a, = 3(—1)" +% son — 3y 3; pues
3+ . 3 3+ L 3
= = —_— 2 > —

Nota. Una sucesion convergente tiene un unico punto limite.

21
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CRITERIOS DE CONVERGENCIA

CRITERIO DE MONOTONIA

Toda sucesion creciente y acotada superiormente, es convergente

Ejemplo

Dada la sucesién definida recursivamente como a,,; =+/2+a, ¥y a; =V2
Demuestre que:

1. (a,) es creciente
2. (a,) estaacotada por 2

3. Calcule lim a,

n—>0oo

22
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Ejercicio
Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones:
! 1

[. Lasucesion {1 —— converge a e -.
n

5
II. Lasucesion {|1+—] ; converge a e°.
n

n

n

[

; 2\ i
[1I. La sucesion {(1 +E) }converge a ez,

CRITERIO DE LA RAZON

Sea {a,} una sucesion de términos no nulos

a
Si lim [ =L y 0<L<1, entonces lim a, =0
n—+oo an n—>+oo

23
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Ejemplo

21’1
Calcule lim —
n—-+o nl!
RESOLUCION
2n+1
. |Gnsa| . (m+D! 288l Rt 28 8
nl—lgloo a, B nl—lHloo 2" B nl—lgloo 2" (n + 1)! F n—lHloon TR g
nl
21‘1
Se concluye que; lim — =20
yeq e
Ejemplo
n!
Calcule lim —
n—-+o ni

24
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CRITERIO DE LA RAIZ
Sea {a,} una sucesion de términos no nulos

Si lim %/|a,/=L y 0<L<1, entonces lim a, =0

n—+oo n—+oco

Ejercicio

4_1’1
Calcule lim —
n-+oo nl

25
UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios




	Sección predeterminada
	Diapositiva 1
	Diapositiva 2
	Diapositiva 3
	Diapositiva 4
	Diapositiva 5
	Diapositiva 6
	Diapositiva 7
	Diapositiva 8
	Diapositiva 9
	Diapositiva 10
	Diapositiva 11
	Diapositiva 12
	Diapositiva 13
	Diapositiva 14
	Diapositiva 15
	Diapositiva 16
	Diapositiva 17
	Diapositiva 18
	Diapositiva 19
	Diapositiva 20
	Diapositiva 21
	Diapositiva 22
	Diapositiva 23
	Diapositiva 24
	Diapositiva 25


